DU ROLE

DE L'INTUITION ET DE LA LOGIQUE

EN. MATHEMATIQUES,

Par M. Hexat POINCARE (Paris).

I1 est impossible d’étudier les OEuvres des grands mathématiciens,
el méme celles des pelits, sans remarquer et sans distinguer deux
tendances opposées, ou plutot deux sorles d’esprils entiérement
différents. Les uns sont avant tout préoccupés de la logique; a lire
leurs Ouvrages, on est tent¢ de croire qu'ils n’ont avancé que pas a
pas, avec la méthode d'un Vauban qui pousse ses travaux d’approche
contre une place forte, sans rien abandonner au hasard. Les autres
se laissent guider par I'intuition et font du premier coup des con-
(uétes rapides, mais quelquefois précaires, ainsi que de hardis cava-
liers d’avant-garde.

Ce n’est pas la matiére qu'ils traitent qui leur impose 'une ou
I'autre méthode. Si I'on dit souvent des premiers qu’ils sonl des
analystes et sil'on appelle les auires géométres, cela n’empéche pas
que les uns restent analystes, méme quand ils font de la Géométrie,
landis que les autres sonl encore des géomélres, méme s’ils s'occu-
pent d’Analyse purc. C'est la nature méme de leur espril qui les
fait logiciens ou intuitifs, el ils ne pcuvent la dépouiller quand ils
abordent un sujct nouveau.
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Ce n’esl pas non plus 'éducation qui a développé¢ en eux 1'une des
deux tendances et qui a élouffé 'autre. On nail mathématicien, on
ne le devient pas, ct il semble aussi qu’on nait géoméelre, ou qu’on
nait analyste.

Je voudrais citer des exemples et certes ils ne mandquent pas; mais
pour accentuer le contraste, je voudrais comnmencer par un exemple
extréme; pardon, si je suis oblig¢ de le chercher aupres de deux ma-
thématliciens vivants.

M. Méray veut démontirer qu'une équation binome a toujours
une racine. S'il est unc vérilé quc nous croyons connaitre par intui-
tion directe, c’esl bien celle-la. Qui doulera qu'un angle peut tou-
jours étre partagé en un nombre quelconque de parties égales?
M. Méray n’en juge pas ainsi; & ses yeux, cetle proposition n’esl
nullement évidente et pour la démontrer, il lui faut plusieurs pages.

Voyez au contraire M. Klcin : il éludie une des questions les plus
abstrailes de la théoric des fonclions; il s’agit de savoir si sur unc
surface de Riemann donnée, il existe toujours une fonction admel-
lant des singularités données : par exemple deux points singuliers
logarithmiques avec des résidus égaux ct de signe contrairc. Que
fait le célcbre géomeétre allemand? Il remplace sa surface de Rie-
mann par une surface métallique dont la conductibilité électrique
varie suivant certaines lois. Il met les deux poinls logarithmiques en
communication avec les deux péles d’une pile. Il faudra bien que le
courant passe, el la facon dont ce couranl sera distribué sur la sur-
face définira une fonction dont les singularités seront précisément
celles qui sont prévues par I’énoncé.

Sans doute, M. Klein sail bien qu’il n'a donn¢ la qu'un apercu :
toujours est-il qu’il n’a pas hésité & le publier; et il croyait proba-
blemenl y trouver sinon une démonstration rigourcuse, du moins jc
ne sais quelle certitude morale. Un logicien aurail rejeté avec hor-
reur une semblable conception, ou plutdt il n’aurait pas cu a la
rejeler, car dans son esprit elle n’aurait jamais pu naitre.

Permettez-moi encore dc comparer deux hommes, dont I'un
vient lout récemment dc nous éire enlevé par la mort, dont I'autre
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est encore noirc doyen vénéré, mais qui lous deux sonl depuis
longtemps entrés dans I'immortalité. Je veux parler de M. Bertrand
cl de M. Hermite. Ils ont éié éléves de la méme école et en méme
lemps; ils ont subi la méme éducation, les mémes influences; et
pourtant quelle divergence; ce n’est pas seulement dans leurs écrits
(u'on la voit éclater; c’est dans leur enseignement, dans leur fagon
de parler, dans leur aspect méme. Dans la mémoire de tous leurs
éléves, ces deux physionomies se sont gravées en traits ineffacables;
pour la plupart d’entre nous qui avons eu le bonheur de suivre leurs
legons, ce souvenir est encore lout récent; il nous est aisé de
I’évoquer.

Tout en parlant, M. Bertrand est toujours en action; tantét il
semble aux prises avec quelque ennemi extérieur, tantot il dessine
d’un geste de la main les figures qu’il étudie. Evidemment, il voit
ct il cherche & peindre, c’est pour cela qu'il appelle le geste a son
secours. Pour M. Hermite, c’est tout le contraire; ses yeux sem-
blent fuir le contact du mendc; ce n'est pas au dehors, c’est au
dedans qu'il cherche la vision de la vérité.

Parmi les géomeétres allemands de ce siécle, deux noms surtout
sont illustres; ce sont ceux des deux savants qui ont fondé la théorie
générale des fonctions, Weierstrass et Riemann. Weierstrass ra-
meéne tout & la considération des séries el a leurs iransformations
analytiques; pour micux dire, il réduit I’Analyse & une sorte de
prolongement de I’Arithmétique; on peut parcourir tous ses Livres
sans y trouver unc figure. Riemann, au contraire, appelle tout de
suite la Géométrie a son secours, chacune de ses conceptions est
une image que nul ne peut oublier dés qu'il en a compris le sens.

Plus récemment, Lie était un intuitif; on aurait pu hésiter en
lisant ses Ouvrages, on n’hésitait plus aprés avoir causé avec lui;
on voyail toul de suite qu’il pensait en images. M=¢ Kowalevski
¢tail une logicienne.

Chez nos étudiants, nous remarquons les mémes différences; les
uns aiment mieux iraiter leurs problémes « par I'Analyse », les
autres « par la Géométrie ». Les premiers sont incapables de « voir
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dans V'espace », les autres sc lasscraient promptement des longs
calculs et s’y embrouilleraient.

Les deux sortes d’esprits sont également nécessaires aux progres
de la Science; les logiciens, comme les intuitifs, ont fait de grandes
choscs que les autres n’auraient pas pu faire. Qui oserait dire s'il

.aimerait mieux que Weierstrass n’elit jamais écril, ou s’il préfé-
rerait qu’il n’y etit pas eu de Riemann? L’Analysc el la Synthésc
ont donc loules deux leur réle légitime. Mais il esl intéressant
d’étudier de plus prés quelle est dans ’histoire de la Science la part
qui rcevient & 'une et a I'autre.

II.

Chose curieuse! Si nous relisons les OEuvres des anciens, nous
scrons tentés de les classer lous parmi les intuitifs. Et pourtant la
nature esl toujours la méme, il est pcu probable qu’elle ait com-
mencé seulement dans cc siécle & créer des csprits amis de la
logique.

Si nous pouvions nous replacer dans le courant des idées qui
régnaienl de leur temps, nous reconnailrions que beaucoup de ces
vieux géomeétres étaient analystes par leurs tendances. Euclide, par
exemple, a élevé un échafaudage savant ot ses contemporains ne
pouvaient trouver de défaut. Dans cette vaslc construction, dont
chaque piéce, pourtant, est due & l'intuition, nous pouvons encore
aujourd’hui sans trop d’efforts reconnaitre I'ceuvre d’un logicicn.

Ce ne sonl pas les esprits qui ont changé, ce sonl lcs idées; les
esprits intuitifs sont restés les mémes; mais leurs lecleurs ont exigé
d’eux plus de concessions.

Queclle est la raison de cette évolution?

Il n’est pas difficile de le découvrir. L’intuition ne peut nous
donner la rigueur, ni méme la certitude, on s’en est apercu de plus
en plus.

Citons quelques exemples. Nous savons qu'il existe des fonctions
continues dépourvues de dérivées. Rien de plus choquant pour l'in-
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tuition que cette proposition qui nous est imposéc par la logique.
Nos péres n’auraient pas manqué de dire : « Il est évident que toute
fonction continue a une dérivée, puisque loute courbe a une tan-
gente. »

Comment I'intuition peut-elle nous tromper a ce point? Clest que
quand nous cherchons 4 iinaginer une courbe, nous ne pouvons pas
nous la représenter sans épaisseur ; de méme, quand nous nous re-
présentons une droite, nous la voyons sous la forme d’une bande
rectiligne d’une certaine largeur. Nous savons bien que ces lignes
n’ont pas d’épaisseur; nous nous cfforgons de les imaginer de plus
en plus minces et de nous rapprocher ainsi de la limite; nous y par-
venons dans une ceriaine mesure, mais nous n’atteindrons jamais
cclte limite.

Et alors il est clair que nous pourrons toujours nous représenicr
ces deux rubans étroits, 1'un rectiligne, 'autre curviligne, dans unc

position telle qu'ils empiétent légérement I'un sur l'autre sans sc
traverser ( fig. 1).
Nous serons ainsi amenés, 4 moins d’élre avertis par une analysc
rigoureuse, 4 conclure qu'une courbe a loujours une langente.
Je prendrai comme second exemple le principe de Dirichlet; on
s’est contenté d’abord d’une démonstration sommaire. Une cerlaine
.intégrale dépendant d’une fonction arbitraire ne peut jamais s’an-
nuler. On en conclut qu’elle doit avoir un minimum. Le défaut de
ce raisonnement nous apparait immédiatement parce que nous em-
ployons le terme abstrait de fonction et que nous sommes familia-
risés avec toutes les singularilés que peuvent présenter les fonctions
quand on entend ce mot dans le sens le plus général.
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Mais il n’en serail pas de méme si ’on s’¢lait servi d'images con-
crétes, si 'on avail par cxemple considéré cetle fonction comme un
potentiel ¢lectrique; on aurail pu croire légilime d’affirmer que
I'équilibre ¢lectrostalique peul &ire alteint. Peul-éire cependant unc
comparaison physique aurait éveillé quelques vagues défiances. Mais
si I'on avait pris soin de lraduire lc raisonncment dans le langage
de la Géomélrie, intermédiaire entre celui de I’Analyse et celui de
la Physique, ces défiances ne sc scraient sans doutc pas produites,
¢l peul-étre pourrail-on ainsi, méme aujourd’hui, tromper encorc
bien des lecteurs non prévenus.

L’intuition nc nous donne donc pas la certitude. Voila pourquoi
'¢volution devail s faire; voyons waintenant comment eclle s’est
faite.

On n’a pas lardé & s’apercevoir que la rigucur ne pourrait pas
s'introduire dans les raisonnements, si on ne la faisait entrer d’abord
dans les définitions.

Longlemps les objets dont s’occupent les mathématiciens élaient
pour la plupart mal définis; on croyail les connaitre parce qu’on sc
les représentait avec les sens ou l'imagination; mais on n’en avait
((u'unc image grossi¢re cl non une idé¢e précise sur laquelle le rai-
sonnement puil avoir prisc.

Cest 1a d’abord que les logicicns ont di porter leurs cfforts.

Ainsi pour le nombre incommensurable.

.L'idée vague de conlinuité, que nous devions & l'intuition, s’est
résolue en un systéme compliqué d'inégalités portant sur des nombres
entiers.

Par la les difficultés provenant des passages  la limite, ou de la
considération des infiniment petits, se sonl trouvées définitivement
¢claircics.

Il ne resic plus aujourd’hui en Analyse que des nombres entiers
ou des systémes finis ou infinis de nombres entiers, reliés entre eux
par un réseau de relations d’égalité ou d’inégalité.

Les Mathématiques, comme on I'a dit, se sont arithmétisées.
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JUIR

Une premicre question se pose. Cetle évolution esi-elle terminée?

Avons-nous atteint enfin la rigueur absolue? A chaque stade de
I’évolution nos péres croyaient aussi 'avoir atteinte. S'ils se irom-
paient, ne nous trompons-nous pas comme eux?

Nous croyons dans nos raisonnements ne plus faire appel & I'in-
tuition; les philosophes nous diront que c’est la une illusion. La
logique toute pure ne nous ménerail jamais qu’a des tautologies; elle
ne pourrail créer du nouveau; ce n’est pas d’elle toute seule qu’au-
cune science peul sortir.

Ces philosophes ont raison dans un sens; pour faire I’Arithmé-
lique, comme pour fairc la Géomeétrie, ou pour faire unc science
quelconque, il faut autre chose que la logique pure. Cetlle aulre
chose, nous n’avons pour la désigner d’autre mot que celui d’intui-
tion. Mais combien d’idées différentes se cachent sous ce méme
mot?

Comparons ces qualre axiomes :

1° Deux quanlités égales & unc troisiéme sont égales cntre elles.

2° Si un théorcéine est vrai du nombre 1 et sil’on démontre qu’il
st vrai de n + 1, pourvu qu’il le soit de #, il sera vrai de tous les
nombres entiers.

3° Sisur une droite le point C est entre A et B et le point D entre
A ct G, le point sera entre A et B.

#° Par un point on ne peut mener qu'une paralléle & une droite.

Tous quatre doivent étre attribu¢s a l'intuition, et cependant le
premier est I'énonc¢ d'unc des régles de la logique formelle; le
second est un vérilable jugement synthétique a priori, c'est le fon-
dement de I'induction mathématique rigoureuse; le troisiéme est un
appel 4 I'imagination ; le quatriéme est une définition déguisée.

L’intuition n’est pas forcément fondée sur le témoignage des sens;
les sens deviendraient bient6t impuissants; nous ne pouvons par
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exemple nous représenter le chilogone et cependant nous raisonnons
souvent par intuition sur les polygones en général, qui comprennent
le chilogone comme cas particulicr.

Vous savez ce que Poncelet entendait par le principe de conti-
nuité. Poncelet élait 'un des esprits les plus intuitifs de ce siécle; il
I'était avec passion, presque avec ostentation; il regardait le principe
de continuil¢ comme une de ses conceptions les plus hardies, et
cependant ce principe ne reposait pas sur le témoignage des sens;
c’était plutét contredire ce Lémoignage que d’assimiler I’hyperbole
a Dellipse. Il n'y avait la qu'une sorte dc généralisation hétive et
instinclive que je ne veux d’ailleurs pas défendre.

Nous avons donc plusieurs sortes d'intuitions; d’abord, I'appel
aux sens et & I'imagination; ensuite, la généralisation par induction,
calquée, pour ainsi dire, sur les procédés des sciences expérimen-
tales; nous avons enfin l'intuition du nombre pur, celle d’ol est
sorli le second des axiomes que j'énoncais toul & ’heure et qui peut
engendrer le véritable raisonnement mathémaltique.

Les deux premiéres ne peuvenl nous donner la certitude, je l'ai
montré¢ plus haut par des exemples; mais qui doutera sérieusement
de la troisi¢me, qui doutera de I’Arithmélique?

Or, dans I'’Analyse d’aujourd’hui, quand on veut se donner la
peinc d’étre rigourcux, il n'y a plus que des syllogismes ou des
appels a cette intuition du nombre pur, la seule qui ne puisse nous
tromper. On peut dire qu’aujourd’hui la rigueur absolue est atteinte.

1v.

Les philosophes font encore une autre objection : « Ce que vous
gagnez en rigueur, disent-ils, vous le perdez en objectivité. Vous
ne pouvez vous élever vers votre idéal logique qu’en coupant les
liens qui vous rattachent & la réalité. Votre Scicnce est impeccable,
mais elle ne peut le rester qu’cn s’enfermant dans une tour d'ivoire
cl en s’interdisant tout rapport avec le monde extérieur. Il faudra
bien qu’elle en sorte dés qu’elle voudra tenter la moindre appli-
cation. »
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Je veux démontrer, par exemple, que telle propriété appartient &
tel objet dont la notion me semble d’abord indéfinissable parce
qu’elle est intuitive. J’échoue d’abord ou je dois me contenter de
démonstrations par & peu prés; je me décide enfin a donner &4 mon
objet une définition précise, ce qui me permet d’établir cette pro-
priété d'une maniére irréprochable.

« El aprés, disent les philosophes, il resle encore & montrer que
I'objet qui répond 4 cetic définition est bien le méme que I'intuition
vous avail fail connaitre; ou bien ecncore que tel objet réel el concrel
dont vous croyiez reconnaitre immédiatement la conformité avee
votre idée intuitive, répond bien & votre définition nouvclle. C'est
alors seulement que vous pourrez affirmer qu’il jouit de la propriét¢
en question. Vous n’avez fait que déplacer la difficulté. »

Cela n'est pas exact; on n’a pas déplacé la difficulté, on I'a
divisée. La proposition qu'il s’agissait d’établir se composail en
réalité de deux vérilés différentes, mais que I'on n’avait pas distin-
guées tout d’abord. La premicre élait une vérité mathémalique et
elle est maintenant rigoureusement ¢tablie. La seconde était unc
vérité expérimentale. L’expérience seule peul nous apprendre que
tel objel réel et concret répond ou ne répond pas & telle définition
abstraite. Cetle secondc vérilé n’est pas démontrée mathématique-
menl, mais clle ne peut pas I'étre, pas plus que ne pcuvent ’étre les
lois empiriques des Sciences physiques el naturelles. Il serail dérai-
sonnable de demander davantage.

Eh bien, n’est-ce pas un grand progrés d’avoir distingué ce qu’on
avait longtemps confondu a tort?

Est-ce a dire qu’il n’y ait rien a retcnir de cette objection des
philosophes? Ce n’est pas cela que je veux dire; en devenant rigou-
reuse, la Science mathémalique prend un caractére artificiel qui
frappera tout le monde; elle oublie ses origines historiques; on voil
comment les questions peuvent se résoudre, on ne voit plus comment
et pourquoi elles se posent.

Cela nous montre que la logique ne suffit pas; que la Science de
la démonstration n’est pas la Science tout entiére et que l'intuition
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doit conserver son rdle comme complément, j’allais dirc comme
contrepoids ou comme contrepoison de la logique.

Dans I'Enseignement mathématique, cetle Revue créée par
M. Laisant el qui commence & étrc bien connue du monde savant,
j’ai d¢ja eu T'occasion d’insister sur la place que doit garder I'intui-
lion dans I'cnscignement des Sciences mathématiques. Sans elle, les
jeunes esprils ne sauraient s’initier a l'intelligence des Mathéma-
liques; ils n’apprendraient pas & les aimer et n'y verraient qu’unc
vaine logomachie; sans elle surlout, ils ne deviendraient jamais
capables de les appliquer.

Mais aujourd’hui, c’est avant tout du rdle de l'intuition dans la
Scicence elle-méme que je voudrais parler. Si elle est utile & I'étu-
diant, elle I'est plus encore au savant créateur.

V.

Nous cherchons la réalité, mais qu’est-ce que la réalité?

Les physiologistes nous apprenneni que les organismes sont for-
més de cellules; les chimistes ajoutent que les cellules elles-mémes
sont formcées d’atomes. Cela veut-il dire que ces atomes ou que ces
cellules constituent la réalité ou du moins la seule réalit¢ ? La facon
dont ces cellules sont agencées ct d’ott résulte I'unité de I'individu,
n’esl-elle pas aussi une réalité, beaucoup plus intéressante que celle
des éléments isolés, et un naturaliste qui n’aurail jamais étudié
I’¢léphant qu’au microscope croirait-il connaitre suffisamment cet
animal ?

Eh bien, en Mathématiques, il y a quelque chose d’analogue. Le
logicien décompose pour ainsi dire chaque démonstiration en un irés
grand nombre d’opérations élémentaires; quand on aura examiné
ces opérations les unes apreés les autres et qu’'on aura constalé que
chacune d’elles est correcte, croira-t-on avoir compris le véritable
sens de la démonstration ? L’aura-t-on compris méme quand, par
un effort de mémoire, on sera devenu capable de répéter cette dé-
monstration en reproduisant toutes ces opérations élémentaires dans
Pordre méme ou les avait rangées I'inventeur ?
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Evidemment non, nous ne possédcrons pas encore la réalité lout
entiére, cc je ne sais quoi qui fait I'unité de la démonstration nous
¢chappera complétement.

Dans ces édifices compliqués ¢levés par les maitres de la Science
mathémalique, il ne suffit pas de constaler la solidit¢ de chaque
partie et d’admirer ’ceuvre du macon, il faul comprendre le plan
de I'architecte.

Or, pour comprendre un plan, il faut en apercevoir & la fois
toutes les parties, ct le moyen de tout embrasser dans un coup d’ceil
d’ensemble, c’est I'intuition seule qui peut nous le donner.

L’Analysc pure met a notre disposition une foule de procédés dont
clle nous garantit 'infaillibilité ; elle nous ouvre mille chemins diffé-
renls ol nous pouvons nous engager en loule confiance; nous
sommes assurés dc n'y pas renconlrer d’obslacles; mais, de Lous ces
chemins, quel cst celui qui nous ménera le plus promptlement au
but? Qui nous dira lequel il faut choisir? Il nous faut une faculté
qui nous fasse voir le but de loin, et, cette faculté, c’est I'intuilion.
Elle est nécessairc & I'explorateur pour choisir sa route, ellc ne I’est
pas moins & cclui qui marche sur ses Lraces el qui veul savoir pour-
quoi il I'a choisie.

Si vous assistez a unc partic d’échecs, il ne vous suffira pas, pour
comprendre la partie, de savoir les régles de la marche des picces.
Cela vous permetirail seulement de reconnailre que chaque coup a
¢te joué¢ conformément & ces régles et cet avanlage aurail vraiment
bien peu de prix. C'esl pourtanl ce que ferait le lecteur d’un livre de
Mathématiques, s'il n’était que logicien. Comprendre la partic, c’est
lout autre chose; c’cst savoir pourquoi le joueur avance telle picce
plutdtl que telle autre qu'il aurail pu faire mouvoir sans violer les
régles du jeu. Clesl apercevoir la raison intime qui fait de cette séric
de coups successifs une sorte de loul organis¢. A plus forte raison,
cetle faculté est-clle nécessaire au joucur lui-méme, c’esl-a-dire a
P'inventeur.

Laissons 14 cetle comparaison el revenons aux Mathématiques.

Voyons ce qui est arrivé, par cxemple, pour Iidée de fonction
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conlinue. Au début, ce n’était qu'une image sensible, par exemple,
celle d'un trait continu tracé & la craie sur un tableau noir. Puis elle
s’esl épurée peu & peu, bientdt on s’en est servi pour construire un
sysiéme compliqué d’inégalités, qui reproduisait pour ainsi dire
loutes les lignes de I'image primitive; quand cette construction a été
terminée, on a déciniré, pour ainsi dire, on a rejeté celte représen-
lation grossiére qui lui avait momentanément servi d’appui et qui
¢tail désormais inutile; il n’est plus resté que la construction elle-
méme, irréprochable aux yeux du logicien. Et cependant si I'image
primilive avait totalement disparu de notre souvenir, comment
devinerions-nous par quel caprice toutes ces inégalités se sont écha-
faudées de cette facon les unes sur les autres ?

Vous trouverez peut-étre que j'abuse des comparaisons; passez-
m’en cependant encore une. Vous avez vu sans doute ces assem-
blages délicats d’aiguilles siliceuses qui forment le squeletie de cer-
laines éponges. Quand la matiére organique a disparu, il ne reste
qu'une frélc et ¢légante dentelle. Il n’y a la, il est vrai, que de la
silice, mais, ce qui est intéressant, c'est la forme qu’a prise cette
silice, el nous ne pouvons la comprendre si nous ne connaissons
pas I'éponge vivante qui lui a précisémentl imprimé celle forme.
Clest ainsi que les anciennes nolions intuitives de nos péres, méme
lorsque nous les avons abandonncées, impriment encore leur forme
aux ¢chafaudages logiques que nous avons mis a leur place.

Celtle vuc d’ensemble est nécessaire a4 I'inventeur; elle est néces-
saire également a cclui qui veut réellement comprendre I'inventeur;
la logique peut-elle nous la donner ?

Non; le nom quc lui donnent les mathématiciens suffirait pour
le prouver. En Mathématiques, la logique s’appelle Aralyse et ana-
lyse veul dire division, dissection. Elle nc peut donc avoir d’autre
outil que le scalpel et le microscope.

Ainsi, la logique et I'intuilion ont chacune leur rdle nécessaire.
Toutes deux sont indispensables. La logique qui peut seule donner
la certitude est I'instrument de la démonstration: I'intuition est I'in-
sirumenl de 'invention.
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VI.

Mais, au moment de formuler cettc conclusion, je suis pris d'un
scrupule.

Au début, j'ai distingué deux sortes d’esprits mathématiques, les
uns logiciens ct analystes, les autres intuitifs et géométres. Eh bien,
les analysles aussi ont ¢té des inventeurs. Les noms que j’ai cités
toul a I’heure me dispensent d’insister.

Ily a 14 une contradiction au moins apparente qu’il est nécessairc
d’expliquer.

Croit-on d’abord que ces logiciens oni toujours procédé du géné-
ral au particulier, comme les régles de la logique formelle semblaient
les y obliger? Ce n’est pas ainsi qu'ils auraient pu étendre les fron-
tiéres de la Science; on ne peut faire de conquéle scientifique que
par la généralisation.

Dans un travail imprimé dans la Revue de Métaphysique et de
Morale, j'ai eu l'occasion d’étudier la nature du raisonnement
mathématique et j'ai monlré comment ce raisonnemenl, sans
cesser d’étre absolument rigoureux, pouvait nous ¢lever du parti-
culier au général par un procédé que j'ai appelé I'induction ma-
thématique.

C’est par ce procédé que les analysies ont fail progresser la
Science et si I’on examine le détail méme de leurs démonstrations,
on l'y retrouvera a4 chaque instant a c6té du syllogisme classique
d’Aristote.

Nous voyons donc déja que les analystes ne sont pas simplement
des faiseurs de syllogismes & la facon des scholastiques.

Croira-t-on, d’autre part, qu'ils ont toujours marché pas a pas
sans avoir la vision du but qu’ils voulaient atteindre? Il a bien fallu
qu'ils devinassent lec chemin qui y conduisait, el pour cela ils ont eu
besoin d'un guide.

Ce guide, c’est d’abord I'analogic.
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Par exemple, un des raisonnements chers aux analysles est celui
qui esl fondé sur 'emploi des fonctions majorantes. On sait qu’il a
déja servi & résoudre une foule de problémes; en quoi consiste alors
le role de I'inventeur qui veut I'appliquer & un probléme nouveau?
11 faut d’abord qu’il reconnaissc ’analogie de cette question avec
celles qui onl déja éLé résolues par celle méthode; il faut cnsuite
qu’il apergoive en quoi cette nouvelle question différe des autres, el
qu'il cn déduise les modifications qu’il est nécessaire d’apporter a la
méthode.

Mais comment apercoil-on ces analogies et ces différcnces?

Dans V'exemple que je viens de ciler, elles sonl presque toujours
¢videntes, mais j’aurais pu en trouver d’autres ol elles auraient ¢i¢
beaucoup plus cachées; souvent il faut pour les découvrir une per-
spicacité peu communc.

Les analysles, pour ne pas laisser échapper ces analogies cachées,
c’est-a-dire pour pouvoir étre inventeurs, doivent, sans lc secours
des sens et de I'imagination, avoir le scntiment direct de ce qui fait
I'unité d’un raisonnement, de ce qui eun fait pour ainsi dirc I'dme cl
la vie inlime.

Causezavec M. Hermile; jamais il n’évoquera unc image sensible,
cl pourtant vous vous apercevrez bientol que les cntités les plus
abstraites sont pour lui comme des étres vivants. Il ne les voit pas,
mais il sent qu’elles ne sonl pas un assemblage arlificiel, ct qu’elles
ont je ne sais quel principe d’unité interne.

Mais, dira-l-on, c’esl la encore de l'intuition. Conclurons-nous
que la distinction faile au début n’était qu'une apparence, qu'il n’y
a qu'une sorle d’esprits et que tous les mathémaliciens sont des
intuitifs, du moins ceux qui sont capables d’inventer?

Non, notre distinction correspond a quelque chose de récl. Jai
dit plus haut qu'il y a plusieurs espéces d'intuition. J’ai dit combicn
P'intuition du nombre pur, celle d’olt peut sortir I'induction mathé-
matique rigoureuse, difféere de I'intuition sensible donl I'imagination
proprement dite faitl tous les frais.

L’abime qui les sépare est-il moins profond qu'il ne parait d’abord ?



ll. POINCARE. — DU ROLE DE L’INTUITION ET DE LA LOGIQUE EN MATHEMATIQUES. 129

Reconnaitrait-on avec un peu d’attention que cette intuition pure
elle-méme ne saurait se passer du secours des sens? C’est la I'affaire
du psychologue et du métaphysicien et je ne discuterai pas cette
question.

Mais il suffit que la chose soit douteuse pour que je sois en droit
de recounaitre et d’affirmer une divergence essentielle entre les deux
sortes d’intuition ; elles n’ont pas lc méme objet et semblent mettre
en jeu deux facultés différentes de notre 4me; on dirait de deux
projecteurs braqués sur deux mondes étrangers ’'un a P’autre.

C’est I'intuition du nombre pur, celle des formes logiques pures
qui éclaire et dirige ceux que nous avons appelés analystes.

Clest elle qui leur permet non seulement de démontrer, mais
encore d’inventer. C'est par elle qu’ils apercoivent d'un coup d’ceil
le plan général d’'un édifice logique, et cela sans que les sens
paraissenl intervenir.

En rejetant le secours de I'imagination, qui, nous 1’avons vu, n’esl
pas toujours infaillible, ils peuvent avancer sans crainte de se trom-
per. Heureux donc ceux qui peuvent se passer de cet appui! Nous
devons les admirer, mais combien ils sont rares!

Parmi les analystes, il y aura donc des-inventcurs, mais il y en
aura peu.

La plupart d’cntre nous, §'ils voulaient voir de loin par la seule
intnition pure, sc sentiraient bhientét pris de vertige. Leur faiblesse
a besoin d'un baton plus solide ct, malgré les exceptions dont nous
venons de parler, il n’en reste pas moins vrai que I'intuition sensible
est en Mathématiques I'instrument le plus ordinaire de I'invention.
A propos des derniéres réflexions que jé viens de faire, une ques-
Lion se pose que je n’ai le temps, ni de résoudre, ni méme d’énoncer
avec les développements qu’elle comporterait.

Y a-t-il lieu de faire une nouvelle coupure et de distinguer parmi
les analystes ceux qui se servent surlout de cette inluilion pure el
ceux qui se préoccupent d'abord de la logique formelle?

M. Hermite, par excmple, que je citais tout & 'heure, ne peut
¢ire classé parmi les géomeétres qui font usage de 'intuition sensible;

9
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mais il n’est pas non plus un logicien proprement dit. Il ne cache
pas sa répulsion pour les procédés puremenl déductifs qui parlent
du général pour aller au particulier.

Je ne puis que soumettre ce nouveau sujet & vos méditations; car
I’heure nous presse, et cette conférence est déja trop longue.



